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Let Fk be an abelian extension, with some conditions of signature for k and F,
and let p be a prime number not dividing [F : k]. We prove, essentially, that there
exists (infinitely many) p-extensions K of F, abelian over k, such that the p-class
group ClF of F becomes trivial in K. These extensions KF are effectively known
and the structure of the group Gal(KF ) is directly connected with that of ClF .
Numerical examples are given.  1997 Academic Press
(0) INTRODUCTION
Soit k un corps de nombres et soit p un nombre premier; dans la sous-
extension abe lienne maximale kab d’une clo^ture alge brique de k, on con-
side re l’ensemble F des sous-extensions finies de degre e tranger a p, et on
de signe par F+ le sous-ensemble de F forme des extensions dans les-
quelles toute sous-extension cyclique est non ramifie e en au moins une
place a l’infini de k (re elle ou complexe). L’ensemble F&F+ est non vide
si et seulement si k est totalement re el et p{2; il est alors constitue des F
contenant une sous-extension cyclique totalement imaginaire.
Etant donne s F # F+ et un ide al a de F, on se propose de montrer
l’existence d’extensions K de F, contenues dans kab, dans lesquelles l’e tendu
de a est principal (nous dirons alors que K principalise a, ou la classe de
a); le fait de se limiter a F+F est justifie par la remarque (0.4).
Soit X l’ensemble des caracte res Qp-irre ductibles
/=: ,
somme des Qp-conjugue s d’un caracte re
 : Gal(kabk)  C_p ,
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d’ordre fini e tranger a p. On sait qu’il existe une famille (Cl /)/ # X de
p-groupes de classes (les /-composantes) telle que, pour tout F # F, le
p-groupe des classes de F, ClF , ve rifie:
ClF & 
/ # XF
Cl /,
ou XF=[/ # X, Gal(kabF )Ker ].
Chaque Cl / est un module sur l’anneau local R/ des valeurs de  sur Zp ,
de R/-rang note r/ .
Soient enfin 1 le caracte re unite et | le caracte re de l’action de
Gal(kabk) sur le groupe +p des racines p-ie mes de l’unite .
Nous de montrons dans cet article le re sultat suivant:
(0.1) The ore me. Soient F # F+, et / # XF suppose distinct de 1 et | et
tel que |/&1{/. Soit Cl /&>r/i=1 R/ p
e i
/
R/ la de composition canonique du
R/-module Cl /. Alors il existe une infinite d ’extensions K de F, abe liennes
sur k, telles que Gal(KF )&>r/i=1 Zp
e i
/
Z, et qui principalisent Cl /.
(0.2) Remarques. (i) Les extensions KF que nous construisons pour
de montrer le the ore me sont ramifie es en au plus r2/ ide aux premiers de k.
(ii) Si /=1, Cl 1 &Clk se principalise dans le p-corps de classes
absolu de Hilbert de k, qui est abe lien sur k ; cependant la construction
standard effectue e ne fournit pas de solution dans ce cas. Elle e choue e gale-
ment pour le caracte re |, lorsque | # XF , |{1, F # F+ (ce qui e quivaut
a k non totalement re el et k % k( +p)F ) et lorsque / est e gal a son reflet
|/&1.
(iii) Si p=2, on a /=|/&1 si et seulement si &1 est une puissance
de 2 modulo l’ordre de .
Par exemple, pour k=Q et p{2, ces cas particuliers n’interviennent pas
et on obtient:
(0.3) Corollaire. Soit F une extension abe lienne re elle de Q, de degre
e tranger a p{2. Alors il existe une infinite d ’extensions K de F, abe liennes
sur Q et telles que Gal(KF )&>/ # XF >
r/
i=1 Zp
e i
/
Z, qui principalisent ClF .
Soit S l’ensemble des places a l’infini de k ; le groupe de de composition,
dans kabk, de v # S , est engendre par un e le ment _v (d’ordre 1 ou 2 selon
que v est complexe ou re elle); nous dirons que / # X n’est pas totalement
impair si (_v)=1 pour au moins une telle place v; on de signe alors par
X+ le sous-ensemble de X forme des caracte res non totalement impairs.
Il est clair que F # F+ si et seulement si XFX+.
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(0.4) Remarque. Si / # XF est totalement impair (ce qui suppose k
totalement re el, la sous-extension de F correspondant a / totalement
imaginaire et p{2), il y a obstruction a la principalisation de Cl /, dans
toute p-extension K de F contenue dans kab:
On peut toujours supposer que F est l’extension cyclique qui correspond
a / ; alors le noyau, dans Cl /, de l’extension des classes de F a K, s’injecte
dans H 1(H, EK) /, ou H=Gal(KF ) et ou EK est le groupe des unite s de
K. Soit K+ le sous-corps re el maximal de K et soit +K le p-groupe de tor-
sion de K_; le the ore me de Dirichlet montre que EK+ +K est d’indice fini
e tranger a p dans EK , et par conse quent H 1(H, EK) /=H 1(H, EK+ +K)
/=
H 1(H, +K) /, qui est nul pour /{|.
Si /=|, on a donc H 1(H, EK)|=H 1(H, +K). Soit alors a un ide al dont
la classe est dans Cl | et qui se principalise dans K ; il vient (a)=(:),
: # K_, d’ou :_&1=‘_ # +K , pour tout _ # H. Soit pe le maximum des
ordres des ‘_ , _ # H ; il vient alors : p
e
=a # F_ et a pe=(a) dans F. Soit
{ # H tel que ‘{=‘ soit d’ordre pe; comme K$=F(:) est abe lienne sur F par
hypothe se, on a ‘ # K$ et il existe u # 1+pZp tel que ‘{=‘u. On ve rifie
facilement que la restriction {$ de { a K$ est d’ordre pe (i.e., Gal(K$F )=
({$) ). Posons +F=+ph , h1, et supposons e>h ; alors on ve rifie que
u=1+phv, v0 mod p. Posons alors b=‘&1v: ph # K$; il vient imme diate-
ment b{$=b, ce qui fait que b # F_ et que (a) ph=(: ph)=(b) dans K$, d’ou
a p
h
=(b) dans F. Ainsi l’ordre de la classe de a est au plus ph. Ceci veut dire
que l’on ne peut, dans le cas /=|  X+, principaliser que les classes
d’ordre diviseur de ph, et ceci uniquement au moyen des extensions kum-
me riennes F(a1ph), avec a ph=(a) dans F (lesquelles sont bien abe liennes
sur k d’apre s la dualite de Kummer).
Cette remarque montre que l’hypothe se F # F+ (ou / # X+) est en un
sens la meilleure possible.
La construction que nous effectuons, pour principaliser les classes
d’ide aux, sugge re la conjecture suivante:
(0.5) Conjecture. Soit k un corps de nombres:
(i) Si k n’est pas totalement re el, alors le groupe des classes de kab
(i.e., Clkab= ClF , F/kab, [F : k]<) est nul;
(ii) si k est totalement re el, alors les groupes des classes des corps de
de composition des places a l’infini de k dans kab, sont nuls.
(1) /-COMPOSANTES ET DUALITE DE KUMMER
On se place dans le cadre semi-simple introduit au paragraphe 0 et on
de signe par 1 le sous-groupe de Gal(kabk) fixant la p-sous-extension maxi-
male de kabk.
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Il est commode de voir X (resp. X+) comme e tant l’ensemble des carac-
te res Qp-irre ductibles quelconques (resp. non totalement impairs) de 1.
A tout / # X on associe l’un des caracte res Cp-irre ductibles  dont / est
la somme des Qp-conjugue s, et on de signe par R/ l’anneau local des valeurs
de  sur Zp ; il est inde pendant du choix de .
Soit (MF)F # F une famille de 1-modules, indexe e par F, munie d’ap-
plications canoniques NF $F , jF $F , ve rifiant les relations fonctionnelles
usuelles, comme par exemple la famille
des groupes multiplicatifs F_,
des groupes d’unite s EF ,
des groupes d’ide aux fractionnaires IF ,
des groupes d’ide aux principaux PF ,
des groupes de classes IFPF .
On obtient la famille des /-composantes
(M /)/ # X
de la fac on suivante:
Soit F # F, tel que  soit un caracte re de Gal(Fk) (ceci ne de pend pas
du choix de ); on pose:
M /=R/ }
Zp[1 ]
\Zp }
Z
MF+ , (1.1)
ou R/ est muni de la structure de 1-module (qui de pend ici du choix de )
de finie par
t } %=(t) %, pour tout t # 1, et tout % # R/ .
On ve rifie que, a 1-isomorphisme canonique pre s, M / ne de pend pas du
choix de F que l’on peut donc prendre e gal au sous-corps de kab fixe par
Ker .
Si l’on utilise la loi de R/-module de M /, de finie par l’e galite (1.1), on
a donc, pour tout x # M /:
tx=x(t), pour tout t # 1 ;
comme cette loi est de finie (via le choix de ) a un automorphisme pre s de
R/ , nous dirons que 1 ope re par / sur M /.
La famille (M /)/ # X a alors la proprie te suivante: pour tout F # F, on a:
Zp }
Z
MF& 
/ # XF
M /, (1.2)
ou XF=[/ # X, Gal(kabF )Ker ].
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Si M est un sous-Zp[1 ]-module de M /, pour / # X, nous appelons
1-rang de M le nombre minimal de Zp[1 ]-ge ne rateurs de M ; c’est aussi
la dimension, sur le corps fini R/ pR/ , du R/pR/-espace vectoriel MM p.
Faisons maintenant quelques rappels sur la dualite de Kummer, dans le
contexte qui nous sera utile: Soit F # F, et soit e un entier 1; on pose:
F1=F( +pe), G1=Gal(F1 k). (1.3)
Soit / # X, soit A un sous-Zp[1 ]-module de F_/, et soit A =
Gal(F1(A1p
e
)F1); on conside re A et A comme Zp[1 ]-modules. Alors 1
ope re par /*=|/&1 sur A si 1 ope re par / sur A.
(2) PRINCIPE DE LA ME THODE
Fixons / # X+ et prenons pour F le sous-corps de kab fixe par Ker .
Donnons-nous un sous-Zp[1 ]-module Cl, facteur direct dans une
de composition de Cl / en somme directe de modules cycliques; on de signe
par pe l’exposant de Cl et par r son 1-rang.
Une condition suffisante pour principaliser les e le ments de Cl est de
trouver une extension K de F dans kab, cyclique de degre pe, ve rifiant les
conditions suivantes:
(i) Pour tout e le ment cl(a0) # Cl, il existe un ge ne rateur a0 # F_/, de
a p
e
0 , qui est partout norme locale dans KF ;
(ii) l’extension KF est sans /-classes exceptionnelles (i.e. la /-com-
posante Cl /K de ClK co@ ncide avec son sous-groupe des classes invariantes
par H=Gal(KF )).
En effet, dans ce cas on a, d’apre s (i):
(a0)=a p
e
0 =NKF ((a0))=NKF (x0), x0 # K
_/,
d’ou
(a0)=(x0) A1&_0 , A0 # I
/
K , _ # H ;
ce qui conduit, en vertu de (ii), a la principalite de (a0) dans K.
Il est alors clair qu’a partir de ce principe de base, on peut principaliser
Cl / dans le compose des extensions cycliques Ki principalisant des sous-
modules Cli tels que Cl /=ni=1 Cli .
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(2.1) Remarque. Nous verrons que l’on peut principaliser Cl dans une
telle extension cyclique, a condition de prendre Cl de 1-rang r tel que
r\/ , ou (cf. paragraphe 0):
\/=|[v # S , (_v)=1]|.
Il en re sulte que l’on peut obtenir des versions plus pre cises du the ore me
principal, notamment en ce qui concerne Gal(KF ), pour les corps K prin-
cipalisant Cl /, lorsque \/>1. L’e nonce (0.1) correspond au cas ou l’on
prend les Cli de 1-rangs r=1.
(2.2) Remarque. Les re sultats que nous avons obtenus dans [G] per-
mettent de caracte riser facilement ces corps K sans classes exceptionnelles,
corps de ja utilise s dans [GB, B]; on remarquera e galement que Berthier a
obtenu, comme conse quence annexe a son utilisation de ces extensions, un
re sultat de capitulation qui est un cas particulier de l’e tude mene e ici (cf.
[B, II 5]).
(3) CONSTRUCTION D’UN ENSEMBLE S DE
PLACES DE k (/*{/ ; /{1, |)
De composons Cl / en somme directe de modules cycliques; si le 1-rang de
Cl / est r/ , on a:
Cl /=
r/
i=1
(cl(ai)) , ai # I /; (3.1)
si cl(ai) est d’ordre pei, ei1, on pose:
a p
ei
i =(ai), ai # F
_/;
on conside re alors:
A/=A /0 E
/, ou A /0 =
r/
i=1
(ai) . (3.1.1)
Supposons par exemple que
Cl=
r
i=1
(cl(ai)) , (3.1.2)
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avec r\/ (cf. (2.1)) et max[ei , 1ir]=e, et fixons arbitrairement une
de composition de E / sous la forme:
E /=EE$; (3.1.3)
on conside re alors les sous-modules de A/ suivants:
A=A0E, ou A0=
r
i=1
(a pe&eii ), (3.1.4)
A$=A$0E$, ou A$0= 
r/
j=r+1
(aj) . (3.1.5)
Nous utiliserons e galement l’analogue de (3.1.1) pour /=1:
A1=A10E 1. (3.2)
De finissons maintenant un certain nombre d’extensions de Kummer de
F1=F(+pe), galoisiennes sur k, d’exposant p ou pe, et dont les groupes de
Galois sont conside re s comme Zp[1 ]-modules:
N1=F1((A10)
1p, (E 1)1pe), (3.3)
Hil=la sous-extension maximale e le mentaire du p-corps de
classes absolu de Hilbert de F, pour laquelle 1 ope re par / sur
Gal(HilF ), (3.3.1)
N=N1(A1p
e
), N$=N1(A$1p), M=NN$, (3.3.2)
L=N1 Hil M. (3.3.3)
(3.4) Lemme. L’extension L est le compose direct, sur N1 , de N1 Hil
et M.
Ceci re sulte du fait que 1 ope re respectivement par / et /* sur les
groupes de Galois correspondants et que /*{/.
(3.5) Lemme. Le 1-rang de Gal(N1HilN1) est e gal a r/ .
Sur Gal(HilF )&Cl /Cl /p, 1 ope re par /, tandis que sur Gal(F1 F ), 1
ope re par le caracte re unite . Ensuite, F1 HilF1 et N1 F1 sont line airement
disjointes puisque 1 ope re par | sur Gal(N1 F1) et que /{|; d’ou
Gal(N1 HilN1)&Gal(HilF ).
(3.6) Lemme. Le 1-rang de Gal(MN1) est e gal a \/+r/ .
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La de monstration comporte trois e tapes:
(i) Radical de MN1 . On a M=N1(A"1p
e
), ou A"=AA$ pe&1 car,
comme /{|, le groupe de torsion de F_/ est re duit a 1. Les extensions
F1(A"1p
e
)F1 et N1 F1 sont line airement disjointes puisque /{1. D’ou :
Gal(MN1)&Gal(F1(A"1p
e
)F1)&A"F_/ p
e
1 F
_/ pe
1 &A"A" & F
_/ pe
1 .
Si x # A" est de la forme y pe, y # F_/1 , alors pour tout t # Gal(F1 F ),
on a
ty=‘t y, ‘t # +pe ,
ou encore:
‘t=y&1ty ;
comme les actions de 1 et Gal(F1F ) commutent, 1 ope re par | sur le
premier membre et par /{| sur le second, et on en de duit:
‘t=1, pour tout t # Gal(F1 F ),
d’ou y # F_/.
On a donc Gal(MN1)&A"A" & F_/ p
e
.
(ii) Calcul de A" & F_/ pe. Par de finition on a (cf. (3.1.4), (3.1.5)):
A"=AA$ pe&1=A0EA$ p
e&1
0 E$
pe&1.
Soit x=a=a$ pe&1=$ pe&1, a # A0 , = # E, a$ # A$0 , =$ # E$, et supposons que
x=y pe, y # F_/. Posons:
a= ‘
r
i=1
a*i pe&eii , *i # R/ ,
a$= ‘
r/
j=r+1
a*jj , *j # R/ ;
il vient:
(a)= ‘
r
i=1
a*i p
e
i ,
(a$)= ‘
r/
j=r+1
a*j p
ej
j ;
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on a donc:
(x)= ‘
r
i=1
a*i p
e
i ‘
r/
j=r+1
a*j pe&1+ejj =( y)
pe,
d’ou :
‘
r
i=1
a*ii ‘
r/
j=r+1
a*j p
ej&1
j =( y);
vu l’inde pendance des classes des ai , aj (cf. (3.1)), il vient donc:
*i#0 mod pei, 1ir,
*j#0 mod p, r+1jr/ ,
ce qui conduit a
*i pe&ei=*$i pe, *$i # R/ , 1ir,
*j=*$j p, *$j # R/ , r+1jr/ ,
et a
x= ‘
r
i=1
a*$i pei = ‘
r/
j=r+1
a*$j pej =$
pe&1=y pe;
d’ou ==$ pe&1 # F_/ pe. Or, comme le groupe de torsion de F_/ est re duit a 1,
il vient, puisque E /=EE$, = # E pe et =$ # E$ p, et finalement:
A"A" & F_/ pe=A"A/pe,
dont le 1-rang est e gal a r/ augmente du 1-rang de E /=EE$.
(iii) Calcul du 1-rang de E /. Soit G=Gal(Fk) (on rappelle que F
est le sous-corps de kab fixe par Ker ). Le the ore me de Dirichlet applique
a F, sous l’hypothe se / # X+, conduit a l’isomorphisme de Zp[1 ]-modules:
Qp \Qp }
Z
EF +& v # S$ Qp[G] v # S" (1+_v) Qp[G],
ou S$ (resp. S") est l’ensemble des places a l’infini de k non ramifie es
(resp. ramifie es) dans Fk, et ou _v engendre, pour v # S" , le groupe de
de composition de v dans Fk.
Comme on a suppose /{1, la /-composante du membre de gauche est
\Qp\Qp }
Z
EF ++
/
=\Qp }
Z
EF+
/
=Qp }
Zp
E /;
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celle du membre de droite est, compte-tenu du fait que (_v)=&1 pour
tout v # S" :

v # S$
Qp[G] /= 
v # S$
\Qp }
Zp
R/+&\Qp }
Zp
R/+
\/
.
Puisque la torsion de E / est nulle, ceci montre que
E /&R \// .
Ceci ache ve la de monstration du lemme (3.6).
Pre cisons alors le choix de E et E$ (cf. (3.1.3)); nous supposons de sor-
mais que:
E&R \/&r/ , E$&R
r
/ .
Les re sultats des lemmes (3.4), (3.5), (3.6) conduisent au re sultat suivant:
Gal(LN1)=Gal(LM)Gal(LN$ Hil)Gal(LN Hil), (3.7)
ou l’on remarque que les 1-rangs de Gal(N1 HilN1)&Gal(LM),
Gal(NN1)&Gal(LN$ Hil) et Gal(N$N1)&Gal(LN Hil) sont respective-
ment r/ , \/ et r/ (cf. (3.1.4), (3.1.5)).
On va re aliser, par utilisation du the ore me de C2 ebotarev, certaines
classes de conjugaison d’e le ments de Gal(LN), comme Frobenius d’ide aux
premiers de N (ce qui a un sens puisque LN est abe lienne).
Soit L un ide al premier de N, e tranger a p et a la ramification dans Lk,
et totalement de compose dans Nk. Comme Nk est galoisienne, la classe
de conjugaison de ((Lk)L) est forme e des ((Lk)({L)), { # Gal(Nk), qui
sont tous dans Gal(LN). Nous noterons, par abus, par ((Lk)l ) l’un
quelconque des ((Lk)L), pour L au-dessus de l dans N.
Montrons que l’on peut trouver (d’une infinite de fac ons) un ensemble
S=[l1 , ..., lr/], de r/ ide aux premiers de k, e trangers a p et a la ramification
dans Lk, et ayant les proprie te s suivantes:
\Lkli + # Gal(LN), 1ir/ , (3.7.1)
\N Hilkli + , 1ir/=Gal(N HilN), (3.7.2)
\Mkli + , 1ir/=Gal(MN). (3.7.3)
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Posons C=Gal(LM) et C*=Gal(LN Hil); on fixe les de compositions
suivantes:
C=
r/
i=1
(_i) , C*=
r/
i=1
(_i*) .
Pour de finir S, il suffit, pour chaque i=1, ..., r/ , de re aliser la classe de
conjugaison de _i _i* comme classe de conjugaison d’un Frobenius de la
forme ((Lk)Li).
(4) EXISTENCE DU CORPS PRINCIPALISANT K(/*{/; /{1, |)
(a) Construction de K a partir de l ’ensemble de places S
(4.1) Lemme. Il existe une extension cyclique k$ de k, de degre pe, dans
laquelle les li , 1ir/ , sont totalement ramifie s, et qui est non ramifie e en
dehors de S.
Soit l # S, et soit k(l ) le p-corps de rayon modulo l pour lequel
Gal(k(l )k)&Clk(l ), le p-groupe de classes ge ne ralise correspondant.
Soit k l le corps re siduel de k en l ; comme l est totalement de compose
dans k(+pe)/N (cf. (3.7.1)), k _l contient un sous-groupe cyclique d’ordre p
e.
On a la formule classique (ou (V, V)p de signe la p-partie d’un indice):
|Clk(l )|=|Clk | (k _l : E k)p , (4.1.1)
ou E k est l’image, dans k _l , du groupe des unite s de k.
On a e galement une formule pour la Fp-dimension de Clk(l )Clk(l ) p qui
est la suivante (cf. [M]):
dimFp(Clk(l )Clk(l )
p)=dimFp(Clk Cl
p
k )+1&dimFp(A
1k _pl k
_p
l ), (4.1.2)
ou A1 est l’image de A1=A10E
1 dans k _l (cf. (3.2)).
Puisque les Frobenius des ide aux premiers de L au-dessus de l fixent
(A10)
1p, (E 1)1pe (cf. (3.7.2), (3.7.3)), il vient:
E 1=Ekk _p
e
l , A
1=A10E
1k _pl ,
et donc
(k _l : E k)p(k
_
l : k
_pe
l )p
e, (4.1.3)
et
dimFp(Clk(l )Clk(l )
p)=dimFp(Clk Cl
p
k )+1. (4.1.4)
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Le groupe d ’inertie de l dans k(l )k est cyclique d ’ordre multiple de pe
et est facteur direct dans Gal(k(l )k). On a donc l’existence d ’une extension
k$(l ), cyclique de degre pe de k, et totalement ramifie e en l. En utilisant le
compose (direct) des corps k$(li), 1ir/ , on peut trouver k$ (de fac on
non unique de s que r/2).
On pose alors K=k$F et H=Gal(KF ).
(b) Groupe des classes de K
Soit G=Gal(Fk); comme S est totalement de compose dans Fk,
l’ensemble SF des ide aux premiers de F, ramifie s dans KF, est forme des
[F : k] r/ ide aux lsi , 1ir/ , s # G, au-dessus de S.
De signons par
SK=[Lsi , 1ir/ , s # G]
l’ensemble des ide aux de K au-dessus de SF , et conside rons la /-com-
posante
Cl /K (SK)=(clK (Li), 1ir/)
/
du sous-1-module de ClK engendre par les Li .
On a alors le re sultat suivant:
(4.2) Proposition. On a Cl /K=Cl
/
K (SK).
On utilise la formule ge ne rale, de montre e dans [G, (2.7)], qui donne,
pour un sous-Zp[H ]-module quelconque H de ClK , et apre s tensorisa-
tions convenables par Zp :
|(ClK H)H|=
|ClF | pe([F : k] r/&1)
|NKFH | \4 : 4 & NKF \Zp }
Z
K_++
, (4.2.1)
ou
4={x # Zp }
Z
F_, (x) # NKF I= ,
pour n’importe quel sous-module I de Zp }Z IK tel que
clK (I )=H.
On a ClK=. # XF Cl
.
K , et on conside re ici:
H=Cl /K (SK) 
.{/
Cl .K , (4.2.2)
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ce qui conduit a ClK H&Cl /KCl
/
K (SK). On a alors:
NKFH=NKFCl /K (SK) 
.{/
NKF Cl .K
=ClF (4.2.3)
car, KF e tant totalement ramifie e, NKF Cl .K =Cl
. pour tout .{/, et en
ce qui concerne Cl /K (SK), on a:
NKF Cl /K (SK)=(clF (l i), 1ir/)
/
=Cl /,
car, d’apre s (3.7.2), les Frobenius des li dans HilF engendrent
Gal(HilF )&Cl /Cl /p; d’ou le re sultat.
Prenons
I=(SK) / 
.{/
I .K .
On a alors
4={x # Zp }
Z
F_, (x) # NKF I=
= 
. # XF
4.,
ou
4/=[x # F_/, (x) # (SF) /],
4.=[x # F_., (x) # NKF I .K], pour tout .{/.
Conside rons maintenant, a partir des symboles de restes normiques
associe s aux lsi # SF , le symbole produit:
& : Zp }
Z
F_  H [F : k] r/
(4.2.4)
x  \\x, KFlsi ++ i, s
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et soit NSF le sous-groupe de Zp }Z F
_ forme des e le ments partout nor-
mes locales dans KF, en dehors de SF . Comme SF est totalement ramifie
dans KF, on a:
NSF={x # Zp }
Z
F_, (x) # NKF \Zp }
Z
IK+= . (4.2.5)
L’application & est un homomorphisme de 1-modules si l’on identifie
H [F : k] r/ a
0=(ZppeZp[G])r/,
compte-tenu de la formule
\tx, KFlt +=\
x, KF
l + , pour tout t # 1 et tout l # SF ;
on peut donc e crire:
0= 
. # XF
0., ou 0.& (R. peR.)r/. (4.2.6)
La ‘‘formule du produit’’ et la cyclicite de KF conduisent a la suite
exacte:
1 wNKF \Zp }
Z
K_+ wNSF w& 0 w1,
ou
0 ={(|i) i=\ :s # G a
i
ss+ i # 0, :i, s a
i
s=0= .
Comme d’apre s (4.2.5) on a:
N .SF=4
., pour tout .{/,
il vient
&(4.)=0 ., pour tout .{/.
D’ou le re sultat partiel:
|(Cl /K Cl
/
K (SK))
H|=
(R/ : peR/)r/
\4/ : 4/ & NKF \Zp }
Z
K_++
, (4.2.7)
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compte-tenu de (4.2.3) et du fait que pour .=1, on a:
0 1=(R1 : peR1)r/&1.
Nous avons ensuite le re sultat suivant:
(4.3) Lemme. On a
\4/: 4/ & NKF \Zp }
Z
K_++=(R/ : peR/)r/.
Si nous montrons que l’on a (cf. (3.1.5)):
A$4/F_/p, &(A$) 0 /p=0 /,
nous en de duirons que
0/=&(A$) 0/p&(4/) 0/p,
et donc que
&(4/) 0 /p=0/,
ce qui implique
&(4/)=0/,
d’ou le lemme puisque 4//NSF .
(i) A$4/F_/p. Soit x # A$; on a (cf. (3.1.5), (3.1)):
(x)= ‘
r/
j=r+1
(aj)*j, *j # R/ ,
= ‘
r/
j=r+1
a*j p
ej
j # (a j , r+1jr/)
p.
Puisque Cl /=(cl(li), 1ir/) /, il existe des coefficients +kj # R/ , et des
e le ments ;j # F_/, r+1jr/ , 1kr/ , tels que:
aj= ‘
r/
k=1
l +j
k
k } (;j), r+1jr/ ;
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d’ou
(x)= ‘
r/
k=1
l&kk } (;
p), &k # R/ , ; # F_/,
ce qui s’e crit:
x=y; p, y # 4/;
d’ou le premier point.
(ii) &(A$) 0/p=0/. Ceci va re sulter du fait que les Frobenius des
l # S engendrent Gal(MN) (cf. (3.7.3)), ou M=N(A$1p).
Soit ? # F1 tel que KF1=F1(?1p
e
) et soit K$ la sous-extension de degre p
de KF.
La dualite de Kummer, jointe au re sultat du lemme 3.6, montre que
Gal(MN)7 &A$A$ p,
l’isomorphisme e tant re alise via l’application
A$ w: Gal(MN) 7
a$ w:a$
ou
:a$(_$)=(a$1p)_$&1, pour tout _$ # Gal(MN).
Conside rons alors l’application suivante:
Gal(MN) 7 w% 0/0/p,
:a$ w&(a$) 0 /p
et de terminons son noyau: comme &(a$)=(((a$, KF )lsi )) i, s et que
((a$, KF )lsi )=((a$, KF )l i)
&1(s), &(a$) # 0/p si et seulement si ((a$, K$F )li)
=1 pour tout i; comme S est totalement de compose dans Nk, ceci
e quivaut a
\a$, NK$NLi +=\
a$, N(?1p)N
Li +=1, pour tout i, Li | li ;
d’ou , en termes de symboles de Hilbert:
(a$, ?)L i=1, pour tout i,
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ou encore
\?, N(a$
1p)N
Li +=1, pour tout i.
Comme N(a$1p)N est non ramifie e en li , les symboles de restes normi-
ques pre ce dents sont de la forme
\N(a$
1p)N
Li +
vi(?)
,
ou vi (?) est la valuation de ? en Li ; comme KF est SF-mode re ment et
totalement ramifie e, on a vi (?)0 mod p, et on a donc
\N(a$
1p)N
Li +=1, pour tout i;
comme les Frobenius des Li engendrent Gal(MN), il vient a$1p # N, ce qui
conduit a :a$=0.
On a donc l’isomorphisme
Gal(MN)7 w% 0 /0/p
qui conduit a l’isomorphisme compose
A$A$ p w: Gal(MN)7 w% 0/0/p,
qui n’est autre que l’application sur A$A$ p de duite de &. D’ou :
&(A$) 0/p=0/.
On a donc montre la nullite de (Cl /K Cl
/
K (SK))
H; d’ou :
Cl /K=Cl
/
K (SK)=(Cl
/
K)
H.
(c) Principalisation de Cl dans K
(4.4) Lemme. On a A/NKF (Zp }Z K_) (cf. (3.1.4)).
On a, par construction de S (cf. (3.7.1)):
A kl_p
e
, pour tout l # S,
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ce qui fait que
\a, KNNL +=1, pour tout a # A, et tout L # SN ;
comme L est totalement de compose dans Nk, on a e galement
((a, KF )l)=1 pour tout l # SF .
Soit cl(a0) # Cl (cf. (3.1.2)); on a a0=(:) >ri=1 a
*i
i , : # F
_/, *i # R/ , ce
qui conduit a a p
e
0 =(:
pe) >ri=1 (ai)
*i pe&ei; le ge ne rateur a0=: p
e >ri=1 a
*i pe&ei
i
de a p
e
0 , de la forme :
pea, avec a # A (cf. (3.1.4)), est donc norme locale dans
KF en toute place de SF ; comme on a (a0)=a p
e
0 dans F, il en re sulte que
a0 est partout norme locale dans KF. On a donc, d’apre s le raisonnement
effectue au paragraphe 2, que l’ide al a0 devient principal dans K, et donc
que l’image de Cl dans Cl /K est nulle.
(4.5) Remarque. On ve rifie facilement que la proposition (4.2) vaut
pour toute sous-extension de KF ; ceci entra@^ne que si cl(a) # Cl est d’ordre
pe$, e$<e, alors a devient principal dans la sous-extension K$F de degre pe$
de KF ; cette remarque pre cise la principalisation de Cl dans KF lorsque
Cl est non cyclique.
Ceci ache ve la de monstration du the ore me principal, puisque dans ce cas
il suffit de supposer chaque fois Cl de 1-rang 1 et d’exposant pe.
(5) EXEMPLES (k=Q)
(i) Le groupe des classes du corps quadratique F=Q(- 79) est
isomorphe a Z3Z et est engendre par la classe d’un ide al premier a1 au-
dessus de 3.
On obtient les donne es nume riques suivantes, pour l’unique caracte re
Q3-irre ductible de F distinct de 1:
A/=(17+2 - 79, 80+9 - 79) ,
N1=Q(- 79, ‘3),
N=N1( 3- 17+2 - 79),
N$=N1( 3- 80+9 - 79),
N1 Hil=N1( 3- 289+12 - &237);
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on doit donc trouver l premier ve rifiant les congruences suivantes (ou L | l
dans N):
79#carre (l ),
l#1 (3),
17+2 - 79#cube (L),
80+9 - 79cube (L),
289+12 - &237cube (L).
Le plus petit l satisfaisant a ces conditions est l=97.
Ainsi ClQ(- 79) se principalise dans le compose de Q(- 79) avec le corps
cubique cyclique de conducteur 97.
(ii) Le groupe des classes du corps cubique cyclique F de conducteur
163 a un groupe de classes isomorphe a R/2R/ & (Z2Z)2 pour l’unique
caracte re Q2-irre ductible de F distinct de 1; bien que dans cet exemple on
ait /*=/, et donc L=M, un raisonnement direct permet de montrer que
ce groupe de classes se principalise dans F(- 13).
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